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A PUT OPCII
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Uvod

ZacCiatkom sedemdesiatych rokov 20. storoCia odvodili F. Black a M. Scholes
diferencialnu rovnicu, ktord musi spifat fubovolny derivat bezdividendovej akcie. Za
ich pracu im bola neskdr udelena Nobelova cena a ich, dnes uz znama rovnica, sa
stala vo finanCnej matematike jednym z najpouzivanejSich sp&sobov ocenovania
finan€nych derivatov.
Metéda Monte Carlo je v matematike velmi pouzivanou numerickou metddou.
Pomocou tejto metédy mdézeme simulovat vyvoj ceny akcie. Pouzijeme tuto metddu
na stanovenie ceny zodpovedajucej call opcie.

Zakladné pojmy

Financny derivat je financny nastroj, ktorého hodnota zavisi na hodnote iného
finanéného aktiva (akcia, burzovy index, vymenny kurz). Opcia je finan¢ny derivat,
ktory dava jej vlastnikovi pravo kupit / predat dané aktivum (napr. akciu) v danom
Case T v buducnosti za vopred dohodnutu cenu X. Vyrovnanie opcie nie je povinng,
opcia méze vyprsat bez uplatnenia.

Call opcia je kupna opcia, zaistuje vlastnikovi pravo na kupu. Put opcia je predajna
opcia, dava vlastnikovi pravo predat’ aktivum.

Stochastické procesy

Black — Scholesov model ocefiovania opcii vychadza z tedrie stochastickych
procesov.
Stochasticky proces je systém nahodnych premennych {X(t),t e T}.
Markovov proces je proces, pri ktorom cena akcie je nahodna veli€ina, ktorej hodnota
v buducom obdobi zavisi len od jej su€asnej hodnoty a nie od vyvoja v minulosti.
Specialnym typom Markovovho procesu je Wienerov proces. Model spavania sa
ceny akcie zvac8a vychadza z Wienerovho procesu. Tento predpoklada zmenu Az
nahodnej veliiny (ceny akcie) poCas kratkeho Casového intervalu At. Potom
premenna Az spifia Wienerov proces, ak ma tieto dve vlastnosti:
Viastnost 1: Az = s-/At, kde & ~ N(0,1).
Vlastnost' 2: Hodnoty Az su pre rozne €asoveé intervaly At nezavislé.
Zovseobecneny Wienerov proces je definovany
dx=adt+bdz, (1)
kde a, b su konstanty.
Itoov proces je typom zovSeobecneného Wienerovho procesu, kde parametre a, b su
funkciami premennej x a Casu t:
dx = a(x,t)dt +b(x,t)dz . (2)
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Proces pre cenu akcie

Uvazujme cenu bezdividendovej akcie. Predpokladame, Ze cena akcie spifa
Wienerov proces, teda plati:

1. OcCakavana navratnost akcie nezavisi od jej aktualnej hodnoty, ale je dana
v percentach z ceny akcie. O€akavanu navratnost oznaime u. Teda ak cena
akcie je S, tak za kratky Casovy interval At je oCakavana navratnost akcie
rovna uSAt.

2. Variabilita navratnosti za kratky ¢asovy interval nezavisi od ceny akcie, je tiez
dana v percentach. Mieru rizika navratnosti oznaCime o (volatilita). Potom
volatilita ceny akcie za kratky Casovy interval At je rovna oAt .

Z tychto argumentov vyplyva, Zze cena akcie S méze byt popisana Itoovym procesom

(2), teda

dS = uSdt + oSdz (3)
alebo

d?S: udt+odz. (4)

Tato rovnica popisuje dalSi stochasticky proces, geometricky Brownov pohyb. Jej
diskrétna verzia je

AS = pSAt + oAz = uSAt + oS+/Ate (5)
kde &~ N(0,1).

: .« AS . . L . .
Z rovnice (5) vyplyva, ze < je normalne rozdelena nahodna premenna so strednou

hodnotou w At a tandartnou odchylkou o+/At , teda

A?S~ N(yAt,U\/E). (6)

Metoéda Monte Carlo

NajbeznejSim pouzitim metdédy Monte Carlo vo financiach je vypocCet oCakavanej
hodnoty nejakej funkcie s danou hustotou pravdepodobnosti. Pri simulacii vyvoja
ceny akcie budeme postupovat’ takto:

o Vyberieme nahodnu realizaciu pre cenu akcie S: S,,S ,,, S, -+ » St nats
vypocitame cenu derivatu (call opcie) pri takomto vyvoji ceny akcie,
opakujeme potrebny pocet krat,

z vyslednych cien derivatov vypocitame priemer a diskontujeme ho do ¢asu 0.

O OO

Majme akciu s pociato¢nou cenou $20 a predpokladajme, Ze oCakavana navratnost
akcie je 10% ro¢ne a volatilita je 15% ro¢ne', teda plati:

1 =0,10

o =0,15.
Dalej predpokladame, Ze &asové intervaly su dizky 0,001 roku (0,365 dna), teda
At =0,001.
Z toho vyplyva, Zze AS/S je normalne rozdelend nahodna premenna so strednou

hodnotou uAt=0,00010 a Standardnou odchylkou oAt =0,00474, teda

" Tuto hodnotu sme pouzili len ako priklad. Volatilita je jediny parameter v Black — Scholesovej rovnici, ktory sa
neda stanovit’ z ceny akcie priamo. Postup na presné stanovenie tzv. implicitnej volatility pozri blizsie [1].



AS—S ~N(0,00010; 0,00474 ).
Vyvoj ceny akcie simulujeme opakovanym vyberom z N(0,00010;0,00474 )
rozdelenia. Pouzijeme nasledujuci postup:
o Urobime nahodny vyber z rovnhomerného rozdelenia x,,...,%,, ~ R(0,1),
12
o pouzitim vztahu v, = Y’ x, — 6 dostaneme vyber v; z rozdelenia N(0,1),
i=1
0 pomocou vztahu v, =0,00010+0,00474v, dostaneme vyber v, z rozdelenia
N(0,00010;0,00474 ),
o pouzitim vztahu (5) vypoCitame zmenu ceny akcie AS,
0o na zaCiatku dalSieho <&asového intervalu bude cena akcie Srovna
predchadzajucej cene zmenenej o AS,
0 postup opakujeme potrebny pocet krat.

Itoova lema

Predpokladajme, Ze nahodna premenna x spifia Itoov proces, teda plati
rovnica (2), kde z je Wienerov proces a a, b su funkcie x a Casu t. Nech f je hladka
funkcia, dostato¢ne vela krat diferencovatelna.

Potom f = f(x,t) je Itoov proces, ktory spifia rovnicu

2
df :(“ e 10 fasztJF(;iadz, (7)

a2 et X
kde z je rovnaky Wienerov proces ako v rovnici (2).
Teda ak mame proces pre cenu akcie dany rovnicou (3) s konstantnymi parametrami
u a o, tak z ltoovej lemy vyplyva, Zze cena f = f(S,t) derivatu takejto akcie je

2
df:(ﬂ o o, 10"

ot
252 |dt+ % 55 dz. 8
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Black — Scholesova parcialna diferencialna rovnica

Nech platia predpoklady:
1. Cenu akcie mézeme popisat geometrickym Brownovym pohybom (4)
s konStantnymi parametrami x4 a o.

2. Je mozny predaj nakratko* s plnym vyuzitim vynosu (nie je potrebné Ziadne

krytie).
3. TransakCné naklady a dane su nulové. VSetky cenné papiere su fubovolne
delitefné.
4. Akcia neposkytuje pocas zivotnosti derivatu Ziadne dividendy.
5. Neexistuje prilezitost pre arbitraz.
6. Obchodovanie s cennymi papiermi je spojité.
7. Bezrizikova urokova miera r je konStantna arovnaka pre vSetky doby
viazanosti.
Nech fje cena derivatu akcie S, pre ktoru plati Itoova lema.
Portfélio 7 tvori: -1 derivat f

! Predaj akcie nakratko znamené, Ze ak o&akévame pokles ceny akcie, ,,pozi¢iame* si akciu od niekoho, kto ju
vlastni a predame ju. Pri uplatneni call opcie tito akciu kupime a vratime majitel'ovi. Pri takomto obchodovani
sa v praxi vyzaduje peniazné krytie ako zaruka za pozicku.



+ﬂ akcii S.
0S
Toto portfdlio je vytvorené tak, aby bolo bezrizikové, teda vynos z neho je vzdy rovny
bezrizikovej urokovej miere r. Takyto vynos zarucene dosiahneme pri poklese aj
vzraste ceny akcie.

Hodnota portfélia na zaciatku je 7 =—f +2f—SS .
of

Zmena hodnoty portfdlia za €as At je Ax =—Af +£AS.

Dosadenim rovnic (5) a (8) do tejto rovnice s pouzitim predpokladu, ze portfélio je
bezrizikové dostavame Black — Scholesovu rovnicu
2
=0 s Lpeg2 0T 9)
ot oS 2 0S

Riesenie Black — Scholesovej rovnice

Black — Scholesova rovnica ma vela rieSeni , zavisia od zvolenych
pociatocnych podmienok. Pre klasicku eurépsku call opciu je pociatoCna podmienka
dana:

f =max(S—-X,0) véaset=T.
V pripade eurdpskej put opcie je poCiatoCna podmienka:
f =max(X -S,0) vdcaset=T.
Oc¢akavana hodnota eurdpskej call opcie v ¢ase T (koncova podmienka) je
E[max (S; - X,O)].
Potom rieSenim Black — Scholesovej rovnice pre cenu europskej call opcie ¢ je
vzorec

c=SN(d,)- Xe"™IN(d,), (10)
kde
2
ln)s(+(r+02J(T ~t)
d, = ,d, =d, —oT —t.
oNT -t

Funkcia N(x) je distribuéna funkcia normovaného normalneho rozdelenia.
Medzi cenou europskej call opcie a put opcie plati vztah, ktory sa nazyva put — call
patrita:

c+Xe ™ =p4s. (11)
Cenu europskej put opcie mézeme vypocitat z Black — Scholesovej rovnice
rovnakym spésobom ako cenu call opcie, alebo mézeme pouzit (11). Dostaneme
vztah pre cenu eurdpskej put opcie p:

p=Xe " ™IN(-d,)-SN(-d,). (12)

Pri pouziti Black — Scholesovho vzorca potrebujeme hodnoty kumulativnej
distribu¢nej funkcie normalneho rozdelenia N(x). Tieto hodnoty najdeme

v tabulkéach, alebo mézeme funkciu N(x) popisat numericky

¥ Blizsie odvodenie pozri [1].
Blizsie odvodenie vzorca pozri [2]



1-N'(x)(ak+a,k> +a,k’ +a,k* +ak’) prex=0
N(x)= : (13)
1-N(=x) pre x <0
kde
k= ! ,y =0,2316419,a, =0,319381530,a, =-0,356563782,a, =1,781477937,

I+ yx

1 2
= —1,821255978,a, =1,330274429,N'(x) = ——e .
27

Tato aproximacia je presna na 6 desatinnych miest.

Pouzitie metédy Monte Carlo pre ocenovanie klasickych eurépskych opcii

Pouzijeme nasledujuci postup na ocenovanie eurdpskej call opcie:
1. Zvolime pociatoCnu cenu akcie S, realizaCnu cenu opcie X, oCakavanu
navratnost u, volatilitu o, dizku ¢asového kroku At
2. vyvoj ceny akcie S na n krokov simulujeme pomocou Monte Carlo metody,
3. z poslednych cien akcie v simulacii vypoCitame cenu call opcie zo vztahu
(10), priCom hodnoty funkcie N(x) pocCitame pomocou aproximacie (13),
4. kroky 2 a 3 opakujeme potrebny pocet krat,
5. vypocCitame priemer vyslednych cien opcie z kroku 3,
6. priemer diskontujeme do Casu 0.
Chybu v Monte Carlo simulacii stanovime lahko, staci porovnat priemernu cenu call
opcie ziskanu z kroku 6 s cenou vypocCitanou z pociatocnej ceny akcie. Tuto
vypocCitame tiez dosadenim do (10), pricom T =nAt.

Priklad vystupu

Nech pociatoéna cena akcie je S = $20, realizacna cena opcie je X = $15,
oCakavana navratnost akcie je x=0,10, volatilila je o =0,15, bezrizikova urokova
miera je r = 0,10. Dizku 8asového kroku zvolime At =0,001 (0,365 dna).

MozZny vyvoj ceny akcie simulujeme postupne na n = 10 krokov diZky At. Nasledujuci
obrazok ukazuje vystup zo simulacie pre 1000 opakovani.

Viyvoj ceny akcie S Vyvoj ceny call opcie ¢
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Obr. 1: Vystup zo simulacie vyvoja ceny akcie a call opcie, 1000 opakovani simulacie
Priemer (stredna hodnota) z takto vypocitanych cien opcie je $4,752, tento priemer
diskontujeme do ¢asu 0. Dostavame Monte Carlo odhad ceny opcie:

c =g M0I00N. 4752 = 4747
Chybu Monte Carlo metddy vypocitame podla vzorca



g% (14)

kde o je Standardna odchylka odhadov cien call opcie ziskanych zo simulacii a M je

pocet opakovani simulacie, v nasom priklade M = 1000. Dosadenim do (14)
dostavame chybu s =0,05837.

Odhad ceny call opcie ziskany Monte Carlo simulaciou vyvoja ceny zodpovedajucej
akcie mézeme porovnat s cenou opcie, ktoru vypocitame z pociatoCnej ceny akcie
$20 s T =10At. Dostavame ¢ = $5,015.

KedZze presnost odhadu je nepriamo uUmerna druhej odmocnine poctu
opakovani, plati, Zze ak chceme dosiahnut napr. 10 krat vySSiu presnost odhadu,
musime pocet opakovani zvysit 100 krat.

Zaver

Popisana simulacia sa da pouZit' pre fubovofné parametre S, X, u, o, At, n,
r. Pri generovani vyberu z normalneho rozdelenia je mozné pouzit aj generator
pseudo-nahodnych Cisel (napr. kongruenény generator), ktory ma ta vyhodu, zZe
chyba odhadu je nepriamo umerna poctu opakovani simulacie, nie jeho druhej
odmocnine.

Resumé

This article deals with application of Monte Carlo method in option pricing,
especially europian call stock option. Using Monte Carlo method we simulate course
of corresponding stock price. We keep the required number of iterations. Using the
last stock prices we calculate the prices of call option, their discounted average
represent the Monte Carlo estimation of the option price. Comparing this price with
the real option price we are able to determine an error of the estimate.
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